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19 经典场论系统的作用量原理，欧拉-拉格朗日方程，和哈密顿量

上面讨论的都是粒子的行为，即粒子在一个固定背景场下的运动情形。接下来我们就讨论场本身

的动力学行为。与之前处理的经典力学系统类似，经典场论系统可以看成是经典力学系统一个很

自然的推广。其中场本身是此时系统的广义坐标，而场对时空坐标的偏导数则是此时系统的广义
速度。场的动力学行为也是由它的作用量决定的。而场作用量的数学形式一样可以由一些基本的

对称性原理，比如洛伦兹不变性，规范不变性等所确定。所以下面我们就使用类似于之前经典力

学系统的处理手法，从作用量原理导出场的欧拉-拉格朗日方程，以及一个非常重要的不随时间

变化的守恒量 — 场的哈密顿量/总能量。

场的作用量可以写成拉格朗日量对时间的积分，但考虑到场本身不仅是时间的函数，它还是三个

空间坐标的函数，且依据狭义相对论的时空观它们必须占据相同的地位，所以我们可以进一步把

场的作用量写成是拉格朗日密度对四维时空坐标积分的形式从而显式地表现出体系的洛伦兹对称

性。其中拉格朗日密度是场本身（广义坐标）和场对时空坐标偏导数（广义速度）的函数：

依据作用量原理可知，经典场论系统的运动规律由作用量取极值给出。这在数学上对应着作用量

的变分为0。应用多元函数微积分运算的基本法则，我们有：
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对上式应用分部积分可以得到：

上面大括号表达式里的第二项是边界/表面项，它对整个积分值没有贡献。所以上式可以简化

成：

因为 是可以任意变化的小量，所以为了使得上式为0，我们必须要求上式中括号里的表达式为

0，即：

这就是大名鼎鼎的欧拉-拉格朗日方程，它是作用量原理在经典场论系统中的体现！相应地，我

们可以定义出相对于场 （广义坐标）的共轭动量是：

现在对于这个经典场论系统，我们已经有了它的拉格朗日密度，以及它的广义速度和共轭动量。

通过它们我们可以利用对拉格朗日密度的勒让德变换定义出一个密度 和相应的守恒量H，即：

其中 叫作场的能量密度，H叫作场的哈密顿量/总能量。为了验证按照此种方式定义出的哈密顿

量H的确是个不随时间变化的守恒量，我们将上述方程两端同时对时间求导，然后应用微积分里

函数乘积的求导法则和链式求导法则我们有：

对上式应用分部积分可以得到：

通过把上面大括号表达式里的第四项用场的欧拉-拉格朗日方程的结果做替换，我们有：

容易发现上式大括号里的前五项刚好全部抵消，所以我们可以将其大幅简化成如下形式：



利用向量微积分里高斯散度定理的基本知识，我们可以将上述体积分转化成无穷远边界上的面积

分：

所以我们最终得到哈密顿量H对时间的导数是0。这也就证明了我们定义出的哈密顿量H确实不随

时间发生变化，是这个经典场论系统的守恒量。它在物理上对应着场的总能量。

当然上面这些只是形式理论。为了让大家真正建立起一些物理感觉，我们下面不妨用该形式理论

解决三个具体的例子，它们分别是标量场/向量场（电磁场）/引力场的动力学行为。通过这些具

体例子的讲解，读者将会对该形式理论的内在逻辑有更深刻的理解。

20 标量场的场方程和能量

先考虑最简单的不携带任何洛伦兹指标的标量场情形（比如希格斯场）。我们首先构造该标量场

系统的作用量。因为作用量必须是洛伦兹变换下的不变量（即洛伦兹标量）才能自动保证最终得
到的场的运动方程在洛伦兹变换下保持形式不变，而我们最容易想到的两个洛伦兹不变量就是

 和 ，它们分别对应场的动能项和势能项。又考虑到：1）希望该标量场论平行推

广经典力学里谐振子系统的拉格朗日量；2）希望最终得出的场的运动方程是线性方程；3）场

可以与一个标量外源j耦合；由此我们可以基本定出 的具体形式，并将标量场的作用量写成

如下形式：

现在有了上述标量场作用量的具体形式后，我们容易从中提取出它的拉格朗日密度。将该拉格朗

日密度代入由作用量原理导出的场的欧拉-拉格朗日方程我们有：

化简整理后得到四维协变形式的标量场的运动方程是：

这就是大名鼎鼎的克莱因-高登方程！历史上这个方程最初是从相对论性量子力学的角度提出

的。但我们这里完全是从经典场论的角度把它导出的，所以到此为止它还只是个经典场的运动方
程，与量子力学还没有任何关系。数学上来看，这个克莱因-高登方程是个二阶波动方程，且我

们可以从上述张量方程的数学形式立刻看出它具备洛伦兹协变性！这也验证了我们在本节开头时
说过的话：“作用量必须是洛伦兹变换下的不变量（即洛伦兹标量）才能自动保证最终得到的场
的运动方程在洛伦兹变换下保持形式不变。”



当然，上述用四维张量语言表述的克莱因-高登方程也可以写成如下大家更为熟悉的三维语言下

波动方程的形式：

现在有了标量场的运动方程，接下来我们就来看看它的哈密顿量/总能量是什么样的。我们首先

将四维协变形式的标量场的拉格朗日密度显式地写成：

有了上述拉格朗日密度的具体形式，接下来我们就利用之前在形式理论里共轭动量的定义式计算

出相对于标量场 （广义坐标）的共轭动量是：

最后利用之前在形式理论里场的能量密度和哈密顿量/总能量的定义式，通过对场的拉格朗日密

度做勒让德变换便可以得到它的能量密度和相应的总能量表达式是：

代入场的共轭动量和标量场的拉格朗日密度表达式可以得到：

当外源j=0时，我们可以从上式中提取出标量场 本身的能量密度是：

容易发现，这个能量密度就是经典力学里谐振子的哈密顿量在经典标量场论中的平行推广。而且

可以看出，因为上式是三个平方项相加，所以标量场 本身的能量密度永远非负。这也与我们的

物理直觉完全相符。

3 向量场（电磁场）的场方程和能量

在上一节中我们讨论的是标量场的运动方程和能量。标量场是一类最简单的不携带任何洛伦兹指

标的场。在这一节中，我们将把标量场换成稍微复杂一点的只携带有一个洛伦兹指标的向量场。

而一类最典型的向量场的例子就是电磁场，所以我们接下来就着重讨论向量/电磁场的运动方程

和能量。我们首先构造该电磁场系统的作用量。因为作用量必须是洛伦兹变换下的不变量（即洛



伦兹标量）才能自动保证最终得到的场的运动方程在洛伦兹变换下保持形式不变，而我们最容易

想到的四个洛伦兹不变量就是 ， ， ，和 。其中 是与电磁势耦合的矢量

外源，即4-电流密度。它基本是由电荷密度和电流密度所构成的4-矢量，且满足标准的连续性方
程/流守恒方程，即：

容易发现，在上述构造的四个洛伦兹不变量里，因为 （即 的迹恒为0），所以作用量

里只能是 ， 和 的线性组合，其中后两项分别对应电磁场的动能项以及电磁场与

4-电流密度耦合所产生的势能项。又考虑到电磁场作用量必须具备规范不变性，所以我们必须舍

去 这一项。为了说明这一点，不妨考虑 所对应的作用量在电磁势 做了一个

规范变换以后的变化量：

可以发现该变化量非零（也不是常数），所以为了保持电磁场体系的规范不变性我们必须在作用

量里舍去 这一项。同时为了使得最终得出的电磁场场方程是线性方程，我们可以将电磁场

的作用量写成如下形式：

其中上述作用量里 前的系数取成(-1/4)的原因是为了使得之后导出的电磁场的场方程和

能量密度是我们已经熟悉的经典电磁学里的形式，这一点将在后续的计算中得以展现。同时值得

注意的是，上述规范不变性的要求其实对体系作用量的具体形式给出了非常严格的限制。它要求

在对电磁势 做如下的规范变换，即：

以后，体系的作用量不发生改变（或者最多相差一个常数）。其中 是任意的可微函数。所以我

们下面就来审视一下我们之前写出的电磁场作用量是否的确满足规范不变性的要求。我们先来审

视电磁场作用量第一项里的电磁场场强张量 ：

当我们对其中的电磁势 做了规范变换以后，电磁场场强张量将变成：

化简整理后可以得到：

所以我们发现电磁场场强张量（电场/磁场的各个分量）在规范变换下并未发生改变，也就是说

它具备规范不变性。所以很自然地，电磁场作用量里的第一项，即动能项，确实具备规范不变



性。也许有些读者对上述以四维语言表述的规范变换还不太熟悉，所以下面我们再等价地用三维

语言把上述规范变换的操作说明一下。在三维语言下电势和磁矢势的规范变换可以分别写成：

其中 是任意的可微函数。因为三维语言下电场和磁场的定义式是：

所以当我们对上述定义式中的电势和磁矢势做了规范变换以后，相应的电场和磁场将变成：

所以我们这就在三维语言下显式地证明了电场和磁场的各个分量在规范变换下不发生改变，也就

是具备所谓的规范不变性。所以相应的电磁场场强张量和由它构造出的电磁场作用量里的第一

项，即动能项，均具备规范不变性。可以发现，这确实和我们之前用四维语言论证的结果完全一

致！

接下来我们就来审视一下电磁场作用量里的第二项是否具备规范不变性。当我们对其中的电磁势

做了规范变换以后，体系作用量的变化是：

值得注意的是，我们在上述推导中使用了微积分里分部积分的技巧。其中分部积分后的第一项是

边界/表面项，它对整个积分值没有贡献；分部积分后的第二项也对整个积分值没有贡献，因为

我们最开始已经假定了4-电流密度满足标准的连续性方程/流守恒方程，即满足：

所以最后我们发现在规范变换下电磁场作用量的变化量是0。因为体系的经典运动方程是由作用

量的变分取极值给出的，所以作用量不变自然意味着体系的运动方程也不会发生变化。所以这样

我们就证明了电磁场作用量和相应的运动方程均具备规范不变性。现在有了电磁场作用量的具体

形式后，我们容易从中提取出它的拉格朗日密度。将该拉格朗日密度代入由作用量原理导出的场

的欧拉-拉格朗日方程，并利用微积分里的链式求导法则，我们有：

化简整理后得到四维协变形式的电磁场的运动方程是：



这就是用四维张量语言表述的经典电磁学里大名鼎鼎的麦克斯韦方程组中带源的两个方程！（注

意：我们之后将会看到，麦克斯韦方程组中剩余的两个方程只是由电场/磁场的定义式所自然导
致的数学上的恒等式 — “Bianchi恒等式”。）但不同于历史上麦克斯韦方程组和相关电磁学定律

的得出在很大程度上是来源于实验观测的，我们这里完全是从经典场论的角度把它导出的。除此
之外我们可以从这里麦克斯韦方程的张量表述形式立刻看出它具备洛伦兹协变性！这也验证了我

们原先说过的话：“作用量必须是洛伦兹变换下的不变量（即洛伦兹标量）才能自动保证最终得
到的场的运动方程在洛伦兹变换下保持形式不变。”

上述电磁场的场方程是由电磁场场强张量 表示的。当然，我们也可以用电磁势 来表述上

述场方程。将电磁场场强张量 的定义式代入上述张量形式的麦克斯韦方程我们有：

由于电磁势 存在规范自由度，所以我们可以通过选定一个特殊的规范来把这个冗余的自由度

给固定下来。同时，我们希望此处选取的规范满足洛伦兹不变性以适配场方程本身的洛伦兹对称

性。所以我们可以对 选定如下所示的洛伦兹规范，即：

这样一来，在选定洛伦兹规范下，上述关于 的场方程就可以大幅简化成如下标准的波动方程

的形式：

当然，上述用四维张量语言表述的关于 的波动方程也可以写成如下大家更为熟悉的在经典电

磁学里经常使用的三维语言下波动方程的形式：

回到之前用电磁场场强张量 表示的四维张量形式的麦克斯韦方程。也许刚才大家对这种以四

维张量形式呈现出来的麦克斯韦方程还有些陌生，但是我们可以在三维语言下通过恰当的对应把

它写成大家更为熟悉的微分形式的麦克斯韦方程组中带源的两个方程，即：

由于之前四维协变形式的麦克斯韦方程本质上是四个分量方程。为简单起见，我们首先考虑场方

程的0分量（时间分量），即：

上面出现的逆变电磁场场强张量本质上就是由电场和磁场的各个分量组成的。它的矩阵形式是：



所以通过上述矩阵，我们容易将逆变电磁场场强张量的分量与电场/磁场各个分量作出恰当的对

应。做完这个对应后，场方程的0分量就变成了：

注意到方程左端恰好对应电场的散度，于是上述方程可以用矢量及矢量运算写成如下更为紧凑的

形式：

所以我们从场方程的0分量成功地导出了麦克斯韦方程组中第一条被称作“电场高斯定律”的方
程！

接下来我们考虑场方程的空间分量。为简单起见，我们不妨先讨论场方程的x分量，即：

根据之前写出的逆变电磁场场强张量的矩阵形式，我们容易将其与电场/磁场各个分量作出恰当

的对应。做完这个对应后，场方程的x分量就变成了：

注意到方程左手边的第二项和第三项刚好可以组合成磁场旋度的x分量，所以我们有：

当然上面得出的只是场方程的x分量。我们可以利用完全相同的处理手法得出场方程的y分量和z

分量，且它们可以被统一成如下更为紧凑的矢量方程的形式：

所以我们从场方程的空间分量成功地导出了麦克斯韦方程组中第二条被称作“安培-麦克斯韦定
律”的方程！其中该方程右手边的第二项 叫作“位移电流”，历史上麦克斯韦第一次把它引
入的动机是为了使该方程与连续性方程/流守恒方程在数学上自洽。

剩余两个麦克斯韦方程直接来源于电磁场场强张量（即电场/磁场）的定义式，即：

该定义式会很自然地导致一个数学上的恒等式，叫作“Bianchi恒等式”，即：



通过把之前写出的电磁场场强张量 的定义式代入Bianchi恒等式，我们容易发现Bianchi恒等

式是自动成立的：

也许刚才大家对这种以四维张量形式呈现出来的Bianchi恒等式还有些陌生，但是我们可以在三

维语言下通过恰当的对应把它写成大家更为熟悉的微分形式的麦克斯韦方程组中剩余两个不带源

的方程，即：

我们首先考虑Bianchi恒等式的下标取 的情形，即：

上面出现的协变电磁场场强张量本质上就是由电场和磁场的各个分量组成的。它的矩阵形式是：

所以通过上述矩阵，我们容易将协变电磁场场强张量的分量与电场/磁场各个分量作出恰当的对

应。做完这个对应后，上面的Bianchi恒等式就变成了：

注意到方程左端恰好对应负的磁场散度，于是上述方程可以用矢量及矢量运算写成如下更为紧凑

的形式：

所以我们成功地从Bianchi恒等式导出了麦克斯韦方程组中第三条被称作“磁场高斯定律”的方
程！

接下来我们考虑Bianchi恒等式的下标取 的情形，即：

根据之前写出的协变电磁场场强张量的矩阵形式，我们容易将其与电场/磁场各个分量作出恰当

的对应。做完这个对应后，上面的Bianchi恒等式就变成了：

注意到方程左手边的第二项和第三项刚好可以组合成电场旋度的z分量，所以我们有：



当然上面得出的只是场方程的z分量。我们可以利用完全相同的处理手法得出场方程的x分量和y

分量，且它们可以被统一成如下更为紧凑的矢量方程的形式：

所以我们成功地从Bianchi恒等式导出了麦克斯韦方程组中第四条被称作“法拉第电磁感应定律”
的方程！

现在有了电磁场的场方程，即麦克斯韦方程组，接下来我们就来看看它的哈密顿量/总能量是什

么样的。利用之前写出的逆变电磁场场强张量（即电场/磁场各个分量）的矩阵形式，即：

我们首先将四维协变形式的电磁场的拉格朗日密度显式地写成：

有了上述拉格朗日密度的具体形式，接下来我们就利用之前在形式理论里共轭动量的定义式，并

应用微积分里的链式求导法则计算出相对于电磁势 （广义坐标）的共轭动量是：

最后利用之前在形式理论里场的能量密度和哈密顿量/总能量的定义式，通过对场的拉格朗日密

度做勒让德变换便可以得到它的能量密度和相应的总能量表达式：

代入场的共轭动量和电磁场的拉格朗日密度表达式可以得到：

其中上式中括号里的第一项可以根据之前写出的逆变电磁场场强张量的矩阵形式以及电场的定义

式进行改写。改写过后电磁场的总能量是：

对上式应用分部积分可以得到：



可以发现，对上述方程中间的体积分可以利用向量微积分里高斯散度定理的基本知识转化成无穷
远边界上的面积分；对上述方程最右边的积分式应用之前得出的“电场高斯定律”可以发现其刚好

与第一个积分式中括号里的第二项相抵消。于是方程可以被大幅简化成如下形式：

当电流密度（外源） 时，我们可以从上式中提取出电磁场本身的能量密度是：

容易发现，这个能量密度的表达式就是我们非常熟悉的经典电磁学里的能量密度形式。而且可以

看出，因为上式是两个平方项相加，所以电磁场本身的能量密度永远非负。这也与我们的物理直
觉完全相符。

4 引力场的场方程

在上一节中我们讨论的是向量/电磁场的场方程和能量。电磁场是只携带有一个洛伦兹指标的向

量场。在这一节中，我们将把向量场换成更复杂的携带有两个指标的二阶张量场。而一类最典型

的二阶张量场的例子就是引力场。所以我们接下来就讨论最简单的无源引力场的场方程。【注：

由于引力场并不是我们这篇文章要讨论的重点，所以我们在这里只是给大家提供一个大致的思

路。】我们首先构造无源引力场系统的作用量。因为在广义相对论里作用量必须是广义坐标变换
下的不变量（标量）才能自动保证最终得到的场的运动方程在广义坐标变换下保持形式不变，即

满足所谓的广义协变性原理。由于引力场是由时空背景舞台本身的内禀弯曲所导致的纯几何效

应，而这个内禀弯曲可以由广义坐标变换下协变的黎曼张量来描述，所以我们可以尝试利用这个

已知的具备广义协变性的黎曼张量去构造广义坐标变换下不变的标量。而我们最容易构造出的广

义坐标变换下的不变量就是时空的曲率标量R（里奇标量），它是黎曼张量二次缩并后的结果，

或者里奇张量缩并一次后的结果，即：

同时考虑到四维弯曲时空中广义坐标变换下不变的体积元是：

所以我们可以将无源引力场的作用量写成如下形式：



这就是著名的爱因斯坦-希尔伯特作用量！现在有了上述无源引力场作用量的具体形式后，我们

可以将其代入由作用量原理导出的场的欧拉-拉格朗日方程。经过化简整理后我们有：

这就是大名鼎鼎的广义相对论里无源引力场所满足的真空爱因斯坦场方程！它本质上是一个由10
个互相耦合的高度非线性的方程所构成的方程组。除此之外我们可以从这里爱因斯坦场方程的张

量表述形式立刻看出它具备广义坐标变换下的协变性。这也验证了我们在本节开头时说过的话：
“在广义相对论里作用量必须是广义坐标变换下的不变量（标量）才能自动保证最终得到的场的
运动方程在广义坐标变换下保持形式不变，即满足所谓的广义协变性原理。”

未完待续……
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